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Sunto L’equazione di Levi è soddisfatta dalle funzioni , il cui grafico ha 
curvatura di Levi prefissata & in ogni punto, e si esprime nel modo seguente: 


2 


X°u+Y?u- w[X,Y]u= k(1+|Xu|?+|Yu|®)}/2(1+ ""-=4 Itala 


per opportuni campi vettoriali nonlineari X e Y, che dipendono dal gradiente di 
u. I campi X e Y sono definiti in modo tale che la struttura dell’algebra di Lie 
da essi generata dipende dagli zeri di &. Noi supponiamo che & abbia soltanto 
zeri di ordine 1 rispetto ai campi, e proviamo il seguente risultato di regolarità: 
Se q € C®(Q) u è una soluzione di classe C*%, con a > 1/2, allora u € C®. 


Abstract We consider the equation of functions u, whose graph has at 
every point prescribed Levi curvature È: 


2 


X2u+Y?u- w[X,Y]u= k(1+|Xu|?+|Yu|?)}/?(1+ "Ft ad 


for suitable nonlinear vector fields X and Y, dependent on the gradient of u. 

The vector fields X and Y are defined in such a way that their generated Lie 

algebra depends on the zeros of k. We assume that k has only zeros of order 1 

with respect to these vector fields, and prove the following regularity result: 
If u is a solution of class C*%, and a > 1/2, then ue C®. 
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1 Introduzione 


Presentiamo un risultato di regolarità per le soluzioni dell’equazione di Levi in 
R3. Indichiamo (2,y,t) gli elementi dello spazio, e X e Y i campi vettoriali 


X=0dr+ad,, Y=d5+bd, (1) 
dove 4 
_ Uy — UzU __Ur+uyu 
== 14 °° 1+u? * (2) 


Allora l’operatore di Levi è definito 
Lu=X?u+Y?u- w[X,Y]u. (3) 


Fissata un funzione £ : 2 + Asi dice equazione di Levi l’equazione delle funzioni 
il cui grafico ha curvatura di Levi prefissata È, che si scrive 


Lu=k(1+ a? +52)9/2(14+ u2)!/2, (4) 


Si tratta pertanto di un’equazione somma di quadrati di campi vettoriali non 
lineari. Per operator lineari scritti formalmente come £ si conoscono risultati di 
regolarità sotto la ben nota condizione di Hormander per l’ipoellitticità. I campi 
X e Y qui considerati sono nonlineari, ma verificano la condizione seguente, che 
è l’analogo di quella condizione in questo contesto. Infatti il commutatore dei 
campi sì può calcolare come segue: 


n Lu __p(1+ a? +62)9/2 
Hi =- rod = “+ de (5) 


Pertanto ipotesi di segno su È, o sulle sue derivate sono ipotesi di lineare in- 
dipendenza sui campi vettoriali X e Y, e diversi risultati di regolarità delle 
soluzioni sono stati ottenuti sotto diverse ipotesi su È. 

Se k è identicamente nulla l'equazione si può studiare con tecniche di ge- 
ometria complessa. Bedford e Gaveau hanno infatti dimostrato il risultato 
seguente, che enunciamo in coordinate complesse. Sia $ è una funzione di classe 
C®”+5(99), e supponiamo che esistano due punti p, e pz E 29 dove lo spazio 
tangente al grafico di $ è una retta complessa in C2, e questi punti siano ellittici. 
Allora il problema 

L(u)=0 in9Q 
u=@ su 00 


ha una soluzione di classe C®+=(0\{p1,p2}) N Lip(9) (vedi [BG]). 

La tecnica utilizzata si basa sul teorema di Bishov sulle famiglie di dischi 
analitici, e non si presta ad essere generalizzata per & diverso da 0. 

Se invece supponiamo che K(E) #0 VE € Q, da (5) segue che 


X, Y e [X,Y] sono linearmente indipendenti in ogni punto. (6) 
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Allora l’algebra di Lie generata da X e Y ha, fino al secondo ordine, la stessa 
struttura dell’algebra di Heisenberg. Usando questa osservazione, e le proprietà 
di regolarità del Laplaciano subellittico sul gruppo, Li autore ha provato in [C] 
che Ogni soluzione u di (4) di classe US , cona > 3, è di classe C®(Q). 

Qui presento un risultato analogo, provato in collaborazione con Annamaria 
Montanari, sotto ipotesi più deboli su & (si veda [CM]). Precisamente 


Teorema 1.1 Supponiamo che k € C'9(Q), che u sia un soluzione di (4) di 
classe C*:%, con a > 1/2. Supponiamo anche che 


vVeEO k(£) #0 oppure Xk(£) #0 oppure YK(éÉ) #0, 


allora u € C®. 


2 Il metodo di congelamento 


Per il risultato precedente occorre studiare la regolarità delle soluzioni soltanto 
in un intorno degli zeri di k. Supponiamo pertanto che esista un punto È € 
tale che 


k(EÉ) =0 e XK(éÉ)#0. 


Per motivi di tipo tecnico introdurremo una nuova variabile s e scriveremo 
£ nel modo seguente: 
Lu= X?2u+Y?u+S (7) 


con S definita da 
S=-w[X,Y]+d,. 


Per operatori scritti formalmente in questo modo i campi X e Y giocano un ruolo 
analogo alla derivata spaziale per operatori parabolici, mentre S è l’analogo della 
derivata temporale. Pertanto diremo che X e Y hanno peso 1, che S ha peso 2 
e tutti i commutatori di ordine superiore saranno pesati di conseguenza. 


Ora utilizziamo un metodo di freezing intorno al punto €. In altre parole 
associamo ad ogni punto £o tre campi vettoriali Xgo, Yo Seo che siano lineari, 
nilpotenti e che, nel punto fissato £0 generino la stessa algebra di Lie di X, Ye 


S. Se £0 = £, allora per (5) 


sE 14 a? + b? 3/2 

preso povivig=-a@ tia, 
pertanto abbiamo bisogno almeno di tre ordini di commutatori per generare 
tutta l’algebra di Lie nel punto E. D'altra parte in ogni intorno del punto £ ci 
sono punti éo tali che k(£0) # 0. Pertanto 


Ziastéa € PE Yléoa 
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sono linearmente indipendenti, e abbiamo bisogno soltanto di due commutatori 
per generare tutta l’algebra. In altre parole l’algebra di Lie associata in modo 
naive all’operatore è diversa da un punto all’altro. Se invece vogliamo associare 
ad ogni punto lo stesso gruppo, possiamo applicare un procedimento di lifting, 
simile a quello introdotto da Rotschild e Stein, nel caso lineare. 

Per esempio possiamo introdurre una nuova variabile 21, e porre 


FsX-yi. 


In questo modo [X, Y] risulta linearmente indipendente da tutti i commutatori 
di ordine 3 in ogni punto. Aggiungendo un numero opportuno di variabili pos- 
siamo definire nuovi campi vettoriali X  Y e S che generano la stessa algebra 
di Lie in ogni punto, e che sono liberi fino al peso 3, cioè soddisfano il minimo 
numero possibile di relazioni ad ogni punto e generano lo spazio tangente in ogni 
punto. La scelta di campi vettoriali non è unica, e noi abbiamo considerato la 
seguente; 
X=X-y0,-L0,, 
Y =Y_- sd, (9) 
S=S- rd... 


Come prima diciamo che X e Y hanno peso 1, e S ha peso 2. 

Avendo aumentato il numero delle variabili che compaiono nei campi vet- 
toriali indichiamo U = Q x R°, e, se É è il punto in cui £ si annulla, poniamo 
È = (È, 0). Se u è la fissata soluzione di classe C3%(9) dell’equazione (4), 
possiamo estenderla ad una funzione definita su tutto U ed indipendente dalle 
variabili s, 21,...,24. Se indichiamo ancora con u questa nuova funzione, essa 
risulta soluzione dell’equazione 


Lu=k(1+a?+6°)?!2(14+ u?)!/2 in Qx RS. (10) 


Per la regolarità di u e la condizione (5) il campo [X,Y] è di classe C?, 
quindi [X,[X,Y]] e [Y,[X, Y]] sono di classe C!. Inoltre 5 è di classe Ct, è 
quindi i coefficienti di [X, $] e [Y, 5] sono di classe C1. In altre parole i campi 
e i loro commutatori fino all’ordine 3, cioè quelli che generano l’algebra di Lie 
sono di classe C!. Pertanto è ben definita una distanza nel senso di [NSW], che 
indicheremo con d. 

Possiamo ora definire oppurtune classi di funzioni, associate in modo natu- 
rale all’operatore £ e alla soluzione u. Diremo che una funzione è di classe C1(U) 
se Xf e Yf esistono e sono continui, mentre, se a e b sono di classe CE ‘(U), 
indichiamo C7 (U) l’insieme delle funzioni che hanno tutte le derivate continue 
fino all'ordine m. La condizione di regolarità sui coefficienti garantisce in par- 
ticolare che, se f € C”°(U) in senso euclideo, allora f € CE(U). Il viceversa 
ovviamente non è vero, ma se f € CÈ"(U), allora f € C”(U). Quindi, per 
provare che u € C°°(U), basta provare che a,b, u € CE (0). 
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Diremo che f € C2(U) se esiste C' > 0 tale che 


L= f(6)| < CdS(E,60) VE,to e U. 


Analogamente f E Ck'*(U) se ha tutte le derivate di peso & in C#(U). 
Ogni funzione sufficientemente regolare ammette uno sviluppo di Taylor nella 
direzione dei campi. Precisamente: 


Osservazione 2.1 Sia f E CET), allora f ha il seguente sviluppo di Taylor 
di ordine 1 e 2 nella direzione dei campi: 


f(6) = PÈS(E)+0(d"+°(€,60)), k=1,2, 


dove, se indichiamo Di = X, Da = Y, Da = S, Da = [X,Y], e (e1,...ea) sono 
le coordinate canoniche di € attorno a £o, 


Pi f(€) = f(60) )+ Dadi f(t0) 


i=l 


2 


4 
P3, 118) = (60) + YO ei Dif(60) +5 YO ie; Dif (£0) 


i=l il 


Ora possiamo introdurre nuovi campi vettoriali Xe, Yéo: € go, IN modo tale che 
l’algebra di Lie generata abbia la stessa struttura dell’algebra di Lie generata 
da X,Y,e 5. Poiché dobbiamo calcolare i commutatori fino all’ordine 3 di Xe 
Y, definiamo i i loro congelati, sostituendo ai coefficienti a e b, il loro polinomio 
di Taylor di ordine 2. Dovendo invece calcolare soltanto commutatori di ordine 
2 di S, consideriamo lo sviluppo di Taylor al primo ordine del suo coefficiente. 


go = 0 + Pi ad: — y0:, — LO, 
Ye, = dy + PÉ bd: — 502, (11) 
Se = 0, — cd: — Pi (w(Xb—Ya))d. 


L’operatore congelato di £ sarà formalmente definito come in (7) in termini 
di Xeo; Yeo e Ska 
a 
= = Xfa + Yi + Sto: (12) 


Le, è somma di rar, di campi vettoriali di classe C'°° che soddisfano 
la condizione di Hòrmander, pertanto esiste una distanza de, e una soluzione 
fondamentale Tg, associata a Leo. Infatti, a causa della condizione (8), la dimen- 
sione omogenea dello spazio è g = 18 e Te, è localmente equavalente a " Pie! 
La distanza de (£0, .) è inoltre localmente equavalente a d(£o, .). 


Per costruzione l’algebra di Lie generata da Xe, e Ye, ha la stessa struttura 
in ogni punto, pertanto il cambiamento di variabili canonico ge, trasforma Xeo 
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e Ye, in campi vettoriali lineari X e Y di classe C®, nilpotenti ed indipendenti 
da E0. 


In altre parole, se Vu: R° + R poniamo 
u=uo de 1 
allora e 
AXeou(€) = Xa(de. (6). 
Pertanto l’operatore Le è trasformato da de, nel seguente: 
LoT4P 48 


Se denotiamo Î la sua soluzione fondamentale e d la distanza naturale allora Î° 
è localmente equivalente a d2-9, Inoltre 


Lia (6, 6) = C/A (6), Peo(6)) 


deo (É, 6) = d(des(6); deo(0). (13) 


In conseguenza, utilizzando la stima di Î' e la formula di Campbell Hausdorff 
non è difficile studiare la dipendenza di Teo (£0,6) dalla variabile €0. Precisa- 
mente 


Proposizione 2.1 Ci sono due costanti C3 e C4 indipendenti da € e £0 tali che 
per ogni coppia di punti £0 e EinU,Tge Tg soddisfano la stima: 


d , d° ) 
IPé (É0, 6) =i Te (€, 6) < Ca (FRI Li ti) 


sull’insieme D= {(: d(£,6) > Cad(£, É0)}. 


3  L’operatore linearizzato 


In questo capitolo supponiamo che w sia una fissata soluzione di (4), di classe 


; : i 2, 
C3 (in senso euclideo). Ovviamente abbiamo u € Ceto db E Coltoo e 


da € Cero ). I campi vettoriali X e Y possono allora essere considerati 
ta . . . . . 

operatori lineari a coefficienti a e b, e conseguentemente L,, indica l’ operatore 

lineare a coefficienti C2:9 


Lu=X2+Y?45. 


Dapprima proviamo una formula di rappresentazione per funzioni di classe 
Co”, poi deduciamo da questa un risultato di regolarità. Poiché è un risultato 
di tipo locale, possiamo scegliere degli insiemi U CC U; CC IN x R3, ed una 
funzione $ € C$°(Q x R5) tale che $=10nU,. In questo modo yu = (v0)jv. 
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i . & . x 3 
Teorema 3.1 Supponiamo che v sia una funzione di classe Cross tale che 


dv E Ce 0). Allora per ogni € e é) € U possiamo rappresentare v(É) = v$(€) 
come segue: 


du(E) = A(É, £0) + B(£, É0) +C(£, £0), 
dove 


A(6,60) = i Pe (€ O LuYDHIAL, 


B(6,€0)=- J Feo (€, 6) (a(6) — PE a(0)) (XA v(6) — XA v(£0)) P(C)dC 


=2 free. - PE AO) Av (60) 6) 

+ f Rete (0 - PR A(0) 10(0 — PRAIA 
+ f Perle, (Xa(0) — PE (XAI(O)) (Ao(0) — PRdLv(O) AOL 
— | rele (a(0 — PEA) (IA) — PRO AA 
+ f reale (210) — PE a(0)) (e v(0) — PRdiv(0)) KO 
- [FRA - PELO) (FAO) — Parte) Add 
2 fres(e, (010) — PEDO)I Alen) Al 
+ | Ferre, UO — PEMO) (10) — PRA) AIA 
+ f rale HI0 - PE DO) (000) — Pi dA 
S J Teo (6,0) (0(6) — PE (0) (O) Ab(O (dr0(0) — Pa dev (0)) $(C)de 

È 


Peo (€, 0) (6(6) — PEB(0O)) (Aev(6) — Pi dev(6)) YeoP(C)dE, 


008,80) = f Peo, 0) (UOAGr6(0) + 2AGa (IT 6(0) + Meola 9(0)) 
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Prova 


0618) = f Tesle Les (16) = 
= TEO LIA CK,6) = 
= | rele OLA + C(E,69) 


+ f EEE — LIA + 0(6,69). 


L’affermazione si ottiene esplicitando le funzioni integrande, e con oppurtune 
integrazioni per parti. 


Dalla formula di rappresentazione si deducono alcuni risultati di regolarità 
per soluzioni dell’equazione L,v = f. Precisamente: 


Teorema 3.2 Sia f sia una funzione di classe gh” La conk=2 oppure 3. 
p 


Supponiamo poi che i coefficienti a e b di L, siano di classe CÈ °°, e derivabili 
rispetto a t con derivata di classe Cf. Se v è una soluzione di Luv = f, di 
classe CÈ: ‘toe tale che div E CP toc» Allora v € CÈtL:°. 


Un teorema analogo vale per funzioni più regolari. 


Teorema 3.3 Sia f sia una funzione di classe CE 1: con k > 4. Supponiamo 
poi che i ln rst a e b di L siano di classe cha ©. Se v è una soluzione di 
Lu= f, di classe ch sa allora u € "Rpitt die? 


£Liloc 


4 Prova del Teorema 1.1 


Per quanto riguarda l’equazione non lineare (4) il secondo membro, che in- 
dicheremo Mu, deve essere considerato un operatore completamente non li- 
neare, poiché dipende da 0,. Poniamo per semplicità 


1 


= Tra e 13144992, 
T 


in modo che 
Mu= g(7)f(0). 
Allora è naturale chiamare operatore linearizzato di M 


Mu = fq'(d:u)d; 


e operatore congelato 
Me, = Pi (fa (di u))d: 
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Nel seguito chiameremo anche 
Neo _ Leo ses Mes. 


Vale allora una formula di rappresentazione analoga alla precedente, anche 
per le soluzioni dell’equazione (4), in termini dell’operatore Ag. 
Precisamente, se $ è definita come sopra: 


Teorema 4.1 Sia u soluzione dell’equaz’ione (4) tale che u E deg isa E ORE 


Gi ell” ). Allora per ogni € e &r € U possiamo rappresentare u(£) = ug(£) nel 
modo seguente: 


du(E) = B(£, £0) + C(£, £0) + D(£, £0), 


dove B e C' sono definite nel Teorema 3.1, mentre 
D(GL60) = f Feo(E, IO) (1010) a(Pi, du) (PE dv) (dvu Piu) (VAL 
+ fre (GO (110 — PESO) (Pd 
+ | rele, OPA NOAA B9I 
- [rasa xi — g'(Pa,din)) (01 — Pi, dv) $(0)dc 
I EN RIVIGLICHE Pi, fa (0) (Qu — Pi deu) (0) 
- dA Peo (€, 6) PE, (Fa (x) PL, dx u(C)$(0)C. 


La prova del Teorema 1.1 sì può ora ottenere in due passi: prima si prova 
che Xu, Yu e Qu sono di classe do” , poi si applica un metodo iterativo per 
ottenere che u € C°°. Per definizione, per poter parlare di funzioni di classe 
ati , occorre provare preliminarmente che a e d sono di classe ‘#74 . Si ha infatti 


Proposizione 4.1 Se u è soluzione di (4) di classe CE toc tale che Ou E Ceo 


allora a e db sono di clase ChE 


Prova Poiché ciascuno dei termini che compaiono nella formula di rappresen- 
tazione enunciata nel Teorema 4.1 può essere derivato rispetto a X o Y, allora 
questa può essere considerata una formula di rappresentazione per Xu e Yu. 
D'altra parte 

Xu=-b e Yuz=za 


e, quindi, derivando direttamente i vari termini della formula, si ottiene la tesi. 


Iterando il procedimento si provano le seguenti proposizioni 
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Proposizione 4.2 Se u è soluzione di (4) di classe coi loc tale che Gu E Gi 


allora Xu, Yu e dyu sono di classe Ci, lic 


prova del Teorema 1.1 


Derivando entrambi i membri di (4) rispetto a X si verifica che Xu è 
soluzione dell’equazione 


Ldlu=t pa) — uX(-53w) (14) 


Lr : 
+XLu— (1+u?)LudYu. 
Per la Proposizione 4.2 si ha che Xu E ra toe & Poiché anche d;u E 0o0 iszg 1 


secondo membro di (14) è di classe (era Pertanto Xu E CÈ + ti, 


loc 
Yu risulta di classe pre toc: D'altra parte du è soluzione di un’equazione del tipo 


Lubu= —-20;YuXd;u+ 20; XuY dyu— (15) 
—d;(k(1+|Xu]? + |Yu]®)?2)(1+|0ru]?)}!?. 


dove l’operatore L, ha la stessa struttura di Lu; e poiché il secondo membro 
di (15) è di classe Dil allora O;u E CR). Iterando il procedimento si 
ottiene la tesi. 
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